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Résumé 
On s'appuie sur des simulations d'écoulements uniformément cisaillés sur une sphère immobile afin 
d'évaluer des fermetures de la turbulence développées à partir d’une modélisation au second ordre de 
la turbulence en écoulement à bulles. La sphère est placée dans la zone d'équilibre production-
dissipation d'un écoulement monophasique uniformément cisaillé. L'analyse en moyenne volumique 
des grandeurs statistiques dans le sillage de la sphère sur un volume de contrôle défini en fonction du 
taux de présence du gaz, à différent taux de cisaillement, permet d'abord de retrouver les résultats 
expérimentaux de Lance et al. (1991); elle permet ensuite de produire des résultats numériques pour 
une large gamme de cisaillement de 0 à 10 s
-1
 et pour des taux de vide inférieurs à 1,4 %. Ces 
résultats numériques sont confrontés aux modèles proposés pour la fermeture de la turbulence en 
écoulements à bulles et confirment leur validité. L’application de ces fermetures à l’écoulement à 
bulles uniformément cisaillé permet de définir un nombre sans dimension qui caractérise les effets des 
bulles sur la structure de la turbulence en écoulement cisaillé.  
Abstract  
Turbulence modeling developed for bubbly flow and based on second order turbulence closure is 
evaluated on the basis of numerical simulations of uniformly shear flows on an isolate sphere. The 
sphere is placed in the production-dissipation equilibrium zone of an uniformly sheared single-phase 
flow. The analysis of the turbulence statistics for different shears on a control volume, which size is set 
based on the void fraction, allows finding experimental results of Lance and al. (1991). Numerical 
simulations are then used to produce numerical results for a wide range of shear rates from 0 to 10 s
-1
 
and for void fractions lower than 1,4 %. These numerical results are compared with models proposed 
for turbulence closure in bubbly flows. The implementation of these turbulence closures to uniformly 
sheared bubbly flow allows identifying a dimensionless number which characterizes the effects of 
bubbles on turbulence structure in shear flow.  
Mots-clés : Turbulence homogène à bulles ; Cisaillement uniforme ; Interactions interfaciales ; 
Modèle à deux fluides   
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1 Introduction  
Plusieurs expériences montrent d'importantes modifications de la structure des écoulements 
diphasiques à bulles, notamment à fort taux de vide. Les résultats obtenus dans les expériences menées 
sur les écoulements diphasiques dispersés montrent que la répartition des phases est fortement corrélée 
aux champs fluctuants dans ces écoulements. En effet, la présence de la phase dispersée, même à des 
faibles taux de présence, modifie considérablement la structure de la turbulence du liquide de 
différentes manières : en écoulements diphasiques à faibles intensités turbulentes (Ex : écoulements 
faiblement cisaillés) la présence des bulles induit une augmentation significative de la turbulence par 
comparaison au cas monophasique (Lance et Bataille, 1991 ; Mareuge et Lance, 1995). Cependant, en 
écoulements turbulents caractérisés par des fortes intensités turbulentes (Ex: écoulements fortement 
cisaillés), l’effet de présence des bulles est plus complexe : les observations expérimentales obtenues 
en conduite verticale (Serizawa et al., 1992 ; Liu et Bankoff, 1990) montrent une augmentation des 
fluctuations turbulentes dans les zones à faible cisaillement (dans le noyau central au voisinage de 
l’axe de la conduite), alors que dans les zones proches des parois, où la production par cisaillement de 
la turbulence est importante, l’effet des bulles est plus complexe et peut même produire, sous certaines 
conditions, une atténuation de l’intensité turbulente par comparaison au cas monophasique équivalent.  
L'expérience de Lance et al. (1991) en écoulement à bulles avec cisaillement constant a permis 
d’analyser la modification de la structure de la turbulence à bulles par rapport à celle de l’écoulement 
monophasique. Les résultats obtenus montrent une augmentation de l'isotropie et une diminution du 
frottement turbulent. Ces expériences s’avèrent très intéressantes dans la mesure où elles permettent 
d’écarter les difficultés liées à la migration des bulles (taux de vide homogène) et de focaliser l'analyse 
sur l'effet des bulles sur la structure de la turbulence dans la phase continue.  
Les expériences sur les écoulements turbulents à bulles ont été accompagnées par des propositions de 
modélisation de la turbulence pour la fermeture des modèles à deux fluides. Les fermetures au premier 
et au second ordre proposées s'attachent à décrire les mécanismes qui interviennent  dans la 
modification de la structure de la turbulence en écoulement à bulles (Sato et al., 1981, Zhou, 1993, 
Lopez de Bertodano et al., 1994, Troshko et Hassan, 2001, Chahed et al., 2003, Tryggvason et al., 
2006, Bamnari el al., 2008, Tabib et al., 2008, Laborde et al., 2009, Selma et al., 2010, Zhou et al. 
2014, Liu et al., 2014). Les modèles de turbulence diphasique au premier ordre  sont structurellement 
incapables de représenter les effets des bulles sur les mécanismes qui interviennent dans la 
modification de la structure de la turbulence en écoulement à bulles.  Seuls les modèles issus de 
fermetures au second ordre sont capables de représenter les effets des bulles sur les mécanismes de 
redistribution. La fermeture au second ordre de la turbulence en écoulement à bulles proposée par 
Chahed et al. (2003)  est basée sur la décomposition du tenseur de Reynolds de la phase continue en 
une partie « pseudo-turbulente » produite par le mouvement relatif des inclusions et une partie 
« turbulente » produite par cisaillement dans la phase continue et dans les sillages. Chaque 
contribution est décrite séparément par une équation de transport. La formulation de la viscosité 
turbulente issue de cette modélisation met en évidence la contribution des interactions interfaciales 
dans la modification de la structure de la turbulence (par comparaison au cas monophasique) et traduit 
une compétition entre les effets des fluctuations turbulentes et pseudo-turbulentes par le biais 
d’échelles caractéristiques des deux formes de fluctuations (Chahed et al., 2003). La réduction des 
fermetures au second ordre a permis de proposer une expression de la viscosité turbulente capable de 
rendre compte des phénomènes observés en écoulements turbulents à bulles, (Bellakhal et al., 2004). 
Confrontées aux expériences de Lance et al. (1991), ces fermetures ont permis de représenter les 
mécanismes qui interviennent dans la modification de la structure de turbulence en écoulement de 
cisaillement. Cependant, les expériences de turbulence homogène à bulles avec cisaillement uniforme 
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de Lance et al. (1991) n'ont concerné qu'une gamme de cisaillement assez limitée (S=2,4 s
-1
 et S= 2,9 
s
-1
) avec des taux de vide relativement faibles (=1 % et =1,4%)  
 On se propose dans ce travail d'élargir la gamme d'analyse des écoulements à bulles cisaillés en 
s'appuyant sur des simulations d'écoulements cisaillés sur une sphère immobile. On suppose à cet effet 
qu’à un faible taux de vide où il n’y a pas d’interaction hydrodynamique entre les bulles, la simulation 
monophasique de l'écoulement sur une sphère isolée est représentative en moyenne statistique d’un 
réseau de sphères. La sphère est placée dans la zone d'équilibre production-dissipation d'un 
écoulement monophasique uniformément cisaillé là où la vitesse du liquide est égale à la vitesse 
relative des bulles. L'analyse en moyenne volumique des grandeurs statistiques dans le sillage de la 
sphère sur un volume de contrôle défini en fonction du taux de présence du gaz, pour différents 
cisaillements, permet d'abord de retrouver les résultats expérimentaux de Lance et al. (1991); elle 
permet ensuite de produire des résultats numériques pour une large gamme de cisaillement allant de 0 
à 10 s
-1
 et pour des taux de vide inférieurs à 1,4 %. Ces résultats numériques sont confrontés aux 
modèles proposés pour la fermeture de la turbulence en écoulements à bulles.  
 
2 Modèle eulérien à deux fluides  
Les équations du mouvement moyen, pour chaque fluide à masse volumique constante, sont formulées 
en terme de moyenne pondérée par la fonction caractéristique de chaque phase (symbole  ) avec les 
notations suivantes : les grandeurs relatives au gaz sont distinguées par l'indice G, les grandeurs 
relatives au liquide ne présentent aucun indice de phase et   désigne le taux de présence de la phase 
gaz. En situation de turbulence développée (effets de la viscosité négligeable), les équations du 
mouvement moyen s'écrivent : 
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Pour les écoulements gaz-liquide à bulles, l'inertie et le poids des bulles sont faibles en comparaison 
avec la force qu'exerce sur elles le liquide. L'équation (3) exprime que la force interfaciale exercée par 
le liquide sur les bulles est nulle : cette force comprend l’effet de pression de l'écoulement (force de 
Tchen), et le terme  MG qui représente la force due à l'écoulement perturbé. Celle-ci s'exprime sous la 
forme suivante : 
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Cette expression regroupe les contributions de la force de traînée (coefficient DC ), où uuu GR   
est la vitesse moyenne de glissement, de la force de masse ajoutée (coefficient AC ) qui prend en 
compte les vitesses moyennes et les termes de corrélations doubles des fluctuations de vitesse des 
deux phases, de la force de portance  (coefficient LC ). Chahed et al. (2002) ont montré l’important rôle 
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des effets non linéaires de masse ajoutée dans la distribution des phases en écoulement à bulles en 
conduite dans des conditions de microgravité. Ces effets ont été pris en compte dans un modèle 
simplifié pour la distribution de phase dont la solution analytique donne une description qualitative de 
la distribution de la fraction de gaz dans la couche de paroi (Colin et al., 2012). Ces résultats 
soulignent tout l’intérêt qu’on a à développer des modèles précis pour la fermeture de la turbulence en 
écoulement diphasique. Outre son rôle important dans l’organisation des champs cinématiques et de 
distribution des phases en écoulement à bulles, la turbulence a des effets importants sur les autres 
processus de la dispersion turbulente des bulles et sur les phénomènes de coalescence et de rupture des 
bulles, Rzehak et al. (2013), Pakhomov et al. (2015), Padoin et al. (2014). La dispersion turbulente, la 
portance et les effets non linéaires de masse ajoutée sont prises en compte dans un modèle simplifié 
pour la distribution de phase. Sa solution analytique donne une description qualitative de la 
distribution de la fraction de gaz dans la couche de paroi. 
3 Fermeture de la turbulence en écoulements à bulles  
 
La modélisation du tenseur de Reynolds du liquide s'appuie sur une décomposition du champ fluctuant 
en une partie irrotationnelle, pseudo-turbulente (indice (S)) induite par le passage des bulles et une 
partie turbulente (indice (T)) produite par le gradient de vitesse moyenne du liquide et qui comprend la 
turbulence générée dans les sillages des bulles. Chaque partie est modélisée à l'aide d'une équation de 
transport spécifique. Le tenseur de Reynolds dans le liquide est ainsi écrit sous la forme : 
u u u u u u
' ' ' ' '' 
( ) ( )
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S T
                               (5) 
Pour des bulles en écoulement homogène irrotationnel, Biesheuvel et Van Wijngaarden (1984) 
proposent l’expression suivante du tenseur de pseudo-turbulence : 
u u u u u u u
' ' ' '
R R R
( ) ( )
+
S
H
S
 
3
20
1
20
2
        (  : Tenseur unité du second ordre)               (6)                   
En milieu inhomogène, on ne dispose pas de résultats sur la génération du champ fluctuant par le 
mouvement relatif des bulles et nous retenons l’équation suivante de transport de la partie pseudo-
turbulente : 
D
Dt
Diff
D
Dt
S S
H
S
u u u u u u
' ' ' ' ' '
( ) ( ) ( )
( )              (7) 
Le dernier terme de l’équation (7) peut être interprété comme la contribution, en situation 
inhomogène, de la production interfaciale par la masse ajoutée et de la redistribution par la corrélation 
pression-déformation, le terme de diffusion Diff
S
( )
( )
u u
' '
est modélisé suivant une loi de gradient 
comme indiqué dans l’équation (10). 
La partie turbulente u u
' '
( )T
 du tenseur de Reynolds est produite par le gradient de vitesse moyenne du 
liquide mais elle comprend aussi la turbulence générée dans les sillages des bulles associée notamment 
à la puissance développée par la force de traînée au cours du déplacement des interfaces ; Lance et 
Bataille (1991) ont montré qu'en écoulement homogène, avec des bulles d’environ 5 mm, la turbulence 
produite dans les sillages y est dissipée avant que son transfert spectral ne s'organise : en acceptant 
cette hypothèse, l’équation de u u
' '
( )T
 a la même forme qu’en écoulement monophasique : 
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La présence des bulles affecte cependant la modélisation des termes de diffusion et de redistribution. 
Les termes de diffusion sont modélisés par une loi de gradient avec un coefficient de diffusion qui 
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inclue deux effets : - la diffusivité turbulente t
T
u u
' '
( )
 exprimée suivant le modèle de Launder (1975) 
avec le temps de retournement 
t
T
trace

( )
( )
u u' '
2
 ; - la diffusivité associée aux mouvements des 
bulles que nous proposons de modéliser sous la forme tensorielle b
S
u u
' '
( )
 en "généralisant" le 
modèle de Sato et al. (1981) avec le temps caractéristique b  associé au mouvement relatif des bulles, 
défini par :  
b RC
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 Le modèle des termes de transport diffusif dans les équations (3) et (4)  s’exprime sous la forme: 
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La modélisation du terme de redistribution s’appuie sur les observations de Lance et al. (1991) en 
écoulement cisaillé homogène : ces auteurs notent une tendance à l’isotropie plus marquée en milieu 
diphasique qu’ils attribuent à un effet d’étirement tourbillonnaire produit par les bulles ; ils en rendent 
compte dans la modélisation de la partie non-linéaire du terme de redistribution  NL . Cette 
proposition est adoptée sous la forme: 
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où on ne retient que la partie turbulente du tenseur de Reynolds ; on évite ainsi des taux de 
redistribution inacceptables lorsque la pseudo-turbulence est beaucoup plus importante que la 
turbulence.  
Notons enfin que le modèle du taux de dissipation   est le modèle utilisé en écoulement 
monophasique où le terme de diffusion est modélisé suivant l’équation (10). 
Le modèle a été ajusté dans le cas de l’écoulement à bulles uniformément cisaillé de Lance et al. 
(1991) (vitesse moyenne  1 m/s, cisaillement S=2,4 à 2.9 s
-
1 ; =1% à 1.4%) : sans terme de diffusion, 
cette configuration d’écoulement permet de tester la modélisation des termes de redistribution et la 
valeur CR = 2/3 ajuste au mieux le terme d’étirement tourbillonnaire produit par les bulles, les autres 
constantes ayant les valeurs couramment adoptées dans les écoulements monophasiques. 
La réduction du modèle de turbulence diphasique dans la situation de l'écoulement uniformément 
cisaillé indique qu'à l'équilibre production-dissipation, l'équation de transport du frottement turbulent 
s'exprime par :   
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Cette formulation a permis d'analyser les fermetures adoptées dans la modélisation de l'équation de 
transport de la partie turbulente du tenseur de Reynolds en écoulement à bulles et d'évaluer leur 
capacité à rendre compte de la modification de la structure de la turbulence par rapport à l'écoulement 
monophasique de référence. Cette analyse a été présentée par Bellakhel et al. (2004). Là encore les 
résultats numériques ont été confrontées aux données expérimentales de Lance et al (1991) (vitesse 
moyenne 1 m/s, cisaillement S=2,4 à 2.9 s
-1
 ; =1% à 1.4%). 
L'hypothèse d'équilibre production - redistribution dans l'équation du tenseur de Reynolds conduit à 
une nouvelle expression de la viscosité turbulente qui prend en compte les effets supplémentaires 
d’agitation et d’étirement tourbillonnaire dus à la présence des bulles Chahed et al. (2003). En notant 
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0k  et Sk   respectivement l'énergie cinétique turbulente et pseudo-turbulente, t  le temps 
caractéristique de la turbulence, l'expression de la viscosité turbulente s'établit sous la forme : 
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Compte tenu de la décomposition en partie turbulente et pseudo-turbulente, le tenseur de Reynolds 
dans la phase continue est ainsi déterminé à l'aide d'une fermeture de type Boussinesq : 
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Cette viscosité turbulente est à la base du développement de fermeture au premier ordre de la 
turbulence adapté aux écoulements à bulles. La réduction des fermetures de second ordre (Chahed et 
al., 2003) donne lieu à un modèle à trois équations k-ks-epsilon (Bellakhel et al., 2004). Les équations 
modélisées de k, de ks et du taux de dissipation s’écrivent :  
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Notons que la modélisation des termes de diffusion est directement déduite des fermetures au second 
ordre où dans chaque équation de transport, les termes de diffusion prennent en compte l'effet de 
l'agitation des bulles par une diffusivité supplémentaire associée au temps b  et à la partie pseudo - 
turbulente du tenseur de Reynolds, (Chahed et al., 2003). 
4 Simulations numériques de l'écoulement uniformément 
cisaillée sur une sphère  
L'étude numérique qui concerne la simulation monophasique de l'écoulement sur une sphère avec prise 
de moyenne sur un volume centré sur la sphère et de taille lié au taux de vide vise à tester la  
modélisation de l'équation de transport de la partie "turbulente" (produite par les gradients de vitesse 
moyenne du liquide et qui comprend la turbulence générée dans les sillages des bulles) pour une large 
gamme de cisaillement de 0 à 10 s
-1
 et pour des taux de vide inférieurs à 1,4 % en l'absence de "pseudo 
turbulence". On se propose d'analyser l’écoulement uniformément cisaillé sur une sphère isolée placée 
dans un volume de contrôle. L'objectif est d’étudier comment le sillage d’une bulle sphérique non 
déformable altère t-il la structure de la turbulence homogène soumise à un taux de cisaillement 
constant. On suppose à cet effet qu'à un faible taux de vide (sans interactions hydrodynamiques entre 
les bulles), la simulation monophasique de l'écoulement sur une sphère est à cet égard représentative 
en moyenne statistique de l'interaction entre la turbulence de cisaillement avec les sillages.  
Les simulations sont réalisées à l'aide du code tridimensionnel de mécanique des fluides (CFX). Les 
champs turbulents sont générés à l’aide d’un modèle k-. Dans une première étape, on analyse 
l'écoulement de turbulence homogène avec cisaillement constant sans sphère. On localise alors la zone 
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d’équilibre production-dissipation où on va placer la sphère et le volume de contrôle sur lequel  les 
moyennes volumiques des grandeurs statistiques de la turbulence seront calculées. 
4.1  Simulation de l'écoulement de cisaillement uniforme  
Pour simuler la turbulence homogène monophasique avec cisaillement constant, on définie un 
domaine rectangulaire tridimensionnel, comme le montre la figure 1, où (ox) est la direction 
longitudinale de l’écoulement, (oz) et (oy) sont les directions transversales. Le cisaillement est 
maintenu uniforme sur toute la direction transversale (oy) du domaine. 
On vérifie que le maillage non-structuré adopté est suffisamment raffiné pour considérer qu’il n’a pas 
d’effet sur le calcul de toutes les variables hydrodynamiques et turbulentes. Les différents tests de 
sensibilité de maillage ont permis de retenir le maillage approprié suivant  (Nx = 50, Ny=50, Nz = 150). 
Les variables définies à l'entrée concernent la vitesse moyenne, l'énergie cinétique turbulente et son 
taux de dissipation. Ces variables ont été ajustées de sorte que l'on reproduise l'évolution des 
grandeurs statistiques mesurées dans les expériences de Lance et al. (1991). 
 
 
Figure 1. Configuration géométrique et maillage d’un écoulement turbulent uniformément cisaillé (S=2.9 s-1) 
La figure 2 présente l’évolution de l’énergie turbulente et du frottement turbulent sur l’axe de 
l'écoulement pour l’écoulement de turbulence homogène soumise à un cisaillement constant (S = 2.9  
s
-1
). Elle indique que les résultats numériques sont en bonne concordance avec les résultats 
expérimentaux de Lance et al. (1991).  
 
Figure 2.  Comparaison des évolutions longitudinales de l’énergie turbulente et du frottement turbulent, établis 
par simulation numérique, avec les résultats expérimentaux de Lance et al. (1991) en turbulence homogène 
monophasique soumise à un cisaillement constant (S=2.9 s
-1
) 
La figure 3 présente l'évolution de la production et de la dissipation le long de l’écoulement. Ces deux 
mécanismes antagonistes évoluent jusqu’à atteindre un état d’équilibre production-dissipation. A cet 
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équilibre, l’énergie turbulente atteint un palier où le rapport du frottement turbulent sur l’énergie 
turbulente est égal à sa valeur universelle 0.3 comme le montre la figure 4. 
 
 
Figure 3.  Evolutions longitudinales de la production et de la dissipation, en turbulence homogène 
monophasique soumise à un cisaillement constant (S=2.9 s
-1
 et α=0 %) 
 
Figure 4.  Evolutions longitudinales du rapport frottement turbulent à l’énergie turbulente, en turbulence 
homogène monophasique soumise à un cisaillement constant (S=2.9 s
-1
 et α=0 %) 
4.2  Simulation de l'écoulement de cisaillement uniforme en 
présence d’une sphère 
4.2.1  Mise en œuvre numérique  
On se propose d’analyser la modification de la structure de la turbulence homogène uniformément 
cisaillée par le sillage d’une bulle sphérique placée dans la zone d’équilibre production-dissipation. On 
introduit à cet effet un volume de contrôle fictif (n’affectant pas le calcul) sur lequel on va calculer les 
moyennes des grandeurs statistiques de la turbulence (équation 18). Sans la sphère ces moyennes 
fournissement, en turbulence homogène les grandeurs locales. Le volume de la sphère étant fixé, le 
taux de vide est défini à chaque fois par la variation des dimensions du volume de contrôle cubique 
contenant la sphère, (figure 5). Le taux de vide 𝛼, qui représente le rapport entre le volume de la 
sphère (vsph) et le volume de contrôle (vbox), est défini par : 









L
d
v
v
box
3
box
sph
6
                                               (18) 
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où d  est le diamètre de la sphère et Lbox est le côté du volume de contrôle cubique. Avec un diamètre 
moyen de la bulle d  égal à 5 mm et une vitesse relative uR de 0.25 m/s (Lance et al., 1991), le 
nombre de Reynolds Reb à l’échelle de l’inclusion sphérique est alors égal à 1250. Les tests de 
sensibilité de maillage ont permis de retenir un maillage approprié pour construire une sphère entourée 
d’un volume de contrôle sur lequel sont moyennées les grandeurs statistiques de la turbulence. 
  Vbox
dV
1
Vbox
                         (19) 
 
 
Figure 5. Sphère centrée dans un volume de contrôle placé à la zone d’équilibre production-dissipation de 
l’écoulement turbulent uniformément cisaillé 
Les simulations en présence de la sphère sont réalisées avec les mêmes conditions aux limites de 
l’écoulement sans la sphère et on définit une condition de non-glissement sur la sphère en prenant le 
soin un maillage qui respecte les conditions de paroi. On vérifie alors que  les simulations reproduisent 
bien le profil logarithmique (figure 6) :  
  Cln1 yu 

                         (20) 
Avec :


 yu
y *  ; 
u
u
*
u


 ;


w
*u  ; 41.0 et 5C  
u

 est la vitesse prés de la paroi, u*  est la vitesse de frottement, u  est la vitesse connue tangente à  la 
paroi et à une distance y  de la paroi, y

est la distance adimensionnelle de la paroi, w  est la 
contrainte de cisaillement à la paroi,   est la constante de Von Karman et C  est une constant qui 
dépend de la rugosité de la paroi.  
 
Figure 6. Couche limite caractéristique de la sphère 
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4.2.2  Simulation des expériences de turbulence homogène de Lance  
On envisage d’analyser les résultats de simulations d’une phase continue autour d’une bulle sphérique 
isolée placée dans la zone d’équilibre production-dissipation avec les taux de cisaillement adoptés 
dans les expériences de Lance et al. (1991). En réalité, ces expériences mettent en jeu des bulles 
ellipsoïdales mais on adopte dans les simulations numériques des bulles sphériques de diamètre égale 
au diamètre équivalent. Les résultats numériques relatifs aux rapports
k
vu 
 sont confrontés aux 
données expérimentales (Tableau 1).    
Tableau 1. Variation du rapport  frottement turbulent sur l’énergie turbulente, obtenue à l’équilibre, en fonction 
du taux de vide (comparaison des résultats numériques avec les données expérimentales de Lance et al. 
(1991)) 
Taux de 
cisaillement (s
-1
) 
Taux de 
vide (%) 
Rapport du frottement turbulent sur l’énergie turbulente à 
l’équilibre production-dissipation 
Expériences de Lance et al. (1991)  
Simulations 
numériques 
2.9 
0 - 0.30 - 0.30 
1 - 0.21 - 0.20 
1.4 - 0.16 - 0.17 
2.4 
0 - 0.30 - 0.30 
1 - 0.19 - 0.19 
L'examen du tableau 1 indique que la présence de la sphère modifie la structure de la turbulence de 
l’écoulement monophasique soumis à un cisaillement constant : le frottement turbulent normé par 
l’énergie turbulente calculé à partir des simulations numériques en écoulement de turbulence 
homogène uniformément cisaillée est en concordance satisfaisante avec les données expérimentales de 
Lance et al. (1991). En particulier, les expériences reproduisent  la réduction du rapport du frottement 
turbulent à l’énergie cinétique, pour les taux de vide explorés (0, 1, et 1.4%). (Tableau 1) 
Pour commenter ces résultats, revenons à l'équation de transport de la partie turbulence, (équation 15) 
dans les conditions d’équilibre production-dissipation. Avec la formulation (13) de la viscosité 
turbulente sans pseudo-turbulence (absente dans les simulations), l’équilibre production-
dissipation s'écrit : 
2
b
t
0
t0 S
)1(
kC
Svu





            (21) 
Où 0 est le taux de dissipation 
y
u
S


 est le taux de cisaillement,  est le taux de vide, 

 
0
0
t
k
 est le 
temps caractéristique de la turbulence produite par cisaillement dans le liquide, 
1
bR
R
Rb S
u
d
CC

est le temps caractéristique associé au mouvement relatif des bulles. La constante cR  a été ajustée à 
partir de l’expérience de turbulence homogène à bulles de Lance et al. (1991) et sa valeur est fixée à
67.0cR  , (Chahed et al., 2003). Dans ces conditions le rapport 
0k
vu 
 s'écrit: 
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S
)1(
C
k
vu
b
t
t
0




 
                                     (22) 
avec : 
)1(S
C
)1(
k
b
t
tm
1b
t
0
0
t








 

                             (23) 
où tm est l’échelle de temps de l’écoulement monophasique 
La relation 23 permet d'exprimer le rapport  
b
t


 sous la forme : 
2
b
2
R
2
b
2
R2
b
t
)
S
(CC2
)
S
(CC
4
11
S
S















                (24)
 
Que l'on peut formuler en fonction du paramètre sans dimension 
S
Sb : 














 

2
2
R
2
R
2
b
t
CC4
11
CC2
            (25) 
En remarquant que le rapport des échelles de temps de la turbulence en écoulement diphasique et en 
écoulement monophasique s'écrit : 
















 

2
2
R
2
R
2
b
t
tm
t
CC4
11
CC2
1)1(          (26) 
On peut exprimer le rapport 
0k
vu 
donné par l’équation 23 en fonction du seul facteur 
S
Sb sous 
la forme : 





















2
2
R
2
R
2
b
t
t
0 CC4
11
CC2
1
C
S
)1(
C
k
vu
        (27) 
On peut aisément vérifier qu'en écoulement monophasique 0 ; et 3,0C
k
vu
0


 . 
Il en va de même pour les écoulements diphasiques à faible glissement (interactions interfaciales 
faibles; écoulement en microgravité par exemple). On a dans ce cas  0Sb   donc 

C
k
vu
0
. 
On peut également vérifier qu'en turbulence homogène 0S  on a  et 0'v'u  . Ceci est 
compatible avec les résultats de Lance et Bataille (1991). 
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Tableau 2. Comparaison des rapports  
0k
vu 
et 
tm
t


calculés à l’équilibre production-dissipation avec les résultats 
expérimentaux de Lance et al. (1991) et avec les formulations analytiques obtenues à partir de la réduction des 
fermetures au second ordre de la turbulence  
Taux de 
cisaillement 
(s
-1
) 
Taux de 
vide (%) 
  
0k
vu 
 
tm
t


 
Equation 
(27) 
Lance et 
al. (1991) 
Résultat 
numérique 
Equation 
(26) 
Lance et 
al. (1991) 
Résultat 
numérique 
2.9 
0 0 - 0.30 -0.30 - 0.30 1 1 1 
1 0.17 - 0.20 -0.21 - 0.20 1.52 1.53 1.53 
1.4 0.24 - 0.17 -0.16 - 0.17 1.77 1.76 1.79 
2.4 
0 0 - 0.30 -0.30 - 0.30 1 1 1 
1 0.21 - 0.18 -0.19 - 0.19 1.64 1.64 1.65 
L'examen du tableau 2 montre que les formulations proposées des rapports 
tm
t


 et 
0k
vu 
 en fonction 
du seul paramètre est en parfaite concordance avec les résultats issus des simulations numériques. La 
comparaison de ces résultats avec les données expérimentales de Lance et al. (1991) indique que les 
formulations analytiques issues de la réduction des fermetures au second ordre de la turbulence en 
écoulement à bulles sont bien vérifiées aussi bien par les résultats expérimentaux que par les résultats 
numériques issus des moyennes volumiques des calculs de l’écoulement sur une sphère isolée dans les 
conditions d’équilibre production-dissipation. On se propose dans la suite,  d'étendre l'analyse 
numérique pour étudier la sensibilité des fermetures au paramètre   sur des plages plus larges de taux 
de cisaillement et de faibles taux de vide. 
4.2.3  Etude de sensibilité des fermetures au paramètre   
Cette section est consacrée à l'analyse numérique des écoulements uniformément cisaillés sur une 
sphère pour évaluer les fermetures de la turbulence proposées sur une gamme plus large de taux de 
cisaillement et sur une gamme de faibles taux de vide : On se place dans l'hypothèse de faibles taux de 
vide de sorte que l'on puisse considérer qu'il n'y a pas d'interactions entre les bulles (taux de vide 
inférieur à 1,4 %) et on fait varier le taux de cisaillement de 0 à 10 s
-1
. Les résultats des simulations 
sont ensuite confrontés aux formulations analytiques des rapports 
tm
t


et
0k
vu 
 établies en fonction du 
facteur . 
Les figures 7 et 8 présentent, pour chaque taux de cisaillement, l’évolution des rapports 
tm
t


 et 
0k
vu 
en fonction du taux de vide. Ces figures indiquent que les résultats numériques des écoulements 
uniformément cisaillés sur une sphère sont en bonne concordance avec les formulations analytiques 
obtenues à partir de la réduction des fermetures au second ordre de la turbulence appliquées à une 
turbulence homogène à bulles avec cisaillement constant. A faible taux de vide, la figure 7 montre que 
la valeur du rapport 
tm
t


 tend vers 1 et la figure 8 montre que la valeur du rapport 
0k
vu 
 tend vers la 
valeur de l’écoulement monophasique ( 3.0
k
vu
0


) et ce quelque soit le taux de cisaillement.  
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L’examen de la figure 7 montre que pour un taux de vide donné, le temps caractéristique de la 
turbulence en écoulement à bulles augmente au fur et à mesure que le cisaillement diminue. A des 
forts cisaillements, le temps caractéristique t  est faible et le rapport 
S
Sb  est négligeable. Dans ce 
cas, l’équation (26) montre que le rapport 
tm
t


est proche de l’unité et la présence de la bulle est de peu 
d’effet sur l’échelle de temps de l’écoulement monophasique. En revanche, à des faibles cisaillements, 
le temps caractéristique t  augmente et le rapport 
S
Sb  n’est plus négligeable. Dans ce cas, l’échelle 
caractéristique de l’écoulement est modifiée en comparaison avec l’écoulement monophasique avec le 
même cisaillement. 
 
 Figure 7. Evolution du rapport des échelles de temps caractéristiques de la turbulence
tm
t


, calculé 
numériquement (traits) et analytiquement d’après la relation (26) (points), en fonction du taux de vide et pour 
différents taux de cisaillements (s
-1
)  
La figure 8 montre des comportements similaires. Pour un taux de vide donné, le rapport 
0k
vu 
de 
l’écoulement à bulles diminue lorsque le taux de cisaillement décroit. A des forts cisaillements, le 
rapport 
S
Sb  est négligeable et l’équation (27) montre que le rapport 
0k
vu 
 est proche de 0.3 sa 
valeur en écoulement monophasique. En revanche, à des faibles cisaillements, le rapport 
S
Sb n’est 
plus négligeable et le rapport 
0k
vu 
est faible.   
 
0
2
4
6
8
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0 0,005 0,01 0,015
t/tm

S=0.25 (sim)
S=0.5 (sim)
S=1 (sim)
S=2 (sim)
S=2.4 (sim)
S=2.9 (sim)
S=4 (sim)
S=5 (sim)
S=6 (sim)
S=7 (sim)
S=8 (sim)
S=9 (sim)
S=10 (sim)
S=0.25 (mod)
S=0.5 (mod)
S=1 (mod)
S=2 (mod)
S=2.4 (mod)
S=2.9 (mod)
S=4 (mod)
S=5 (mod)
S=6 (mod)
S=7 (mod)
S=8 (mod)
S=9 (mod)
S=10 (mod)
S=2.4 (Lance et al.1991)
S=2.9 (Lance et al.,1991)
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Figure 8. Evolution du rapport du frottement turbulent sur l’énergie turbulente, calculé numériquement (traits) 
et analytiquement d’après la relation (27) (points), en fonction du taux de vide et pour différents taux de 
cisaillements (s
-1
)  
Cette analyse a permis de mettre en évidence les effets des taux de vide et de cisaillement sur la 
turbulence dans le liquide en écoulement à bulles. Dans les formulations analytiques obtenues de la 
réduction des fermetures au second ordre de la turbulence en écoulement à bulles, le taux de vide et le 
taux de cisaillement ont été rattachés à un seul paramètre . Les figures 9 et 10 présentent l'ensemble 
des résultats numériques en fonction du paramètre . Ces résultats sont comparés aux formulations 
analytiques obtenues à partir de la réduction des fermetures au second ordre de la turbulence en 
écoulement à bulles. La comparaison des résultats numériques et des formulations analytiques  
montrent une parfaite concordance. 
 
 
Figure 9.  Evolution du rapport des échelles de temps caractéristiques de la turbulence
tm
t


, calculé 
numériquement (traits) et analytiquement d’après la relation (26) (points), en fonction du facteur     
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Figure 10. Evolution du rapport du frottement turbulent sur l’énergie turbulente, calculé numériquement (traits) 
et analytiquement d’après la relation (27) (points), en fonction du facteur     
5 Conclusion  
La réduction des fermetures au second ordre de la turbulence du modèle à deux fluides en écoulement 
à bulles conduit à une expression de la viscosité turbulente qui s'exprime en fonction de deux échelles 
de temps t et b  caractérisant respectivement la turbulence induite par le cisaillement et celle induite 
par le mouvement relatif des bulles. Cette réduction permet de rendre compte analytiquement de la 
modification de la structure de turbulence en écoulement de cisaillement et reproduit notamment 
l’atténuation du frottement turbulent observé dans les expériences de Lance et al. (1991) de turbulence 
homogène à bulles avec cisaillement uniforme. Cependant, ces expériences n'ont concerné qu'une 
gamme de cisaillement assez limitée (S=2,4 s
-1
 et S= 2,9 s
-1
) avec des taux de vide relativement faibles 
(=1 % et =1,4%). En s'appuyant sur des simulations d'écoulements cisaillés sur une sphère 
immobile, une gamme plus large d'écoulement a été explorée.  
La sphère est placée dans la zone d'équilibre production-dissipation d'un écoulement monophasique 
uniformément cisaillé. Les résultats de ces calculs ont été interprétés vis-à-vis de l’effet du sillage de 
la sphère sur la structure de la turbulence de l’écoulement initial (sans inclusion). Les grandeurs 
statistiques de la turbulence ont été moyennées sur un volume de contrôle autour de la sphère dont les 
dimensions sont fixées en relation avec le taux de présence de la phase dispersée d’un écoulement 
diphasique. Les résultats des calculs numériques permettent d'abord de reproduire les résultats 
expérimentaux de Lance et al. (1991). Les résultats numériques sont ensuite utilisés pour évaluer des  
formulations analytiques issues de la réduction des fermetures au second ordre de la turbulence en 
écoulement à bulles. Ces formulations permettent de décrire la modification de la structure de la 
turbulence par la présence des bulles en fonction d’un facteur sans dimension. Ce facteur s’exprime en 
fonction de deux échelles de temps caractérisant la turbulence induite par le cisaillement et celle 
induite par le mouvement relatif des bulles. 
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